Correction du devoir maison n°13

Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € Z([a,b],R).

Partie A : Polyné6me d’interpolation de Hermite
On considere 'application :

1.

®: Rs[X] — R4
P = (P(a),P'(a),P(b), P'(D))

Les applications d’évaluation et de dérivation étant linéaires, on montre facilement que ® est une
application linéaire de R3[X] dans R%. De plus, dim(R3[X]) = 4 = dim(R*), il suffit donc de prouver
que ® est injective afin de montrer que ® est un isomorphisme.

Montrons que Ker(®) = {0}. L’inclusion retour est triviale.

Soit P € Ker(®). On a donc P(a) = P'(a) = P(b) = P'(b) = 0. Par I'absurde, si P # 0, alors a et b
sont deux racines distinctes de P de multiplicité 2, d’ou deg(P) > 4. Absurde. Donc P = 0.
L’application ® étant bijective, (f(a), f'(a), f(b), f'(b)) € R* admet un unique antécédent par ®
i.e. il existe un unique polynéme H € R3[X] tel que H(a) = f(a), H'(a) = f'(a), H(b) = f(b),
H'(b) = f'(b). Ce polynéme est appelé le polynome d’interpolation de Hermite de f sur |a,b].

Partie B : Intégrale du polynéme d’interpolation de Hermite
On introduit 'application

On note & et &, les bases canoniques respectives de R et R?. Pour tout k € [0, 3], on pose P, = (X —a)

V. RyX] - R
P /bP(t)dt

k

puis B = (P, P1, Py, P;). Pour simplifier les écritures, on notera § = b — a.

3.

La famille & est une famille de 4 polynémes de degré distincts de R3[X]. C’est donc une famille libre
composée de dim(R3[X]) = 4 vecteurs. Par conséquent, % est une base de R3[X].

Notons A = Matg ¢, (®). On a :

10 0 O
01 0 O
A= 16 6 &
01 26 36°

1 0 0 0
_ 0 1 0 0
Al=13 » 3
52 5 a2 5
P 1 2 1
3 82 3 82
Par linéarité de l'intégrale, 'application W est linéaire. De plus, B = Matg 4 (V) = ((5 % 53—3 %).

ona [ H() A=W (#7 (f(a), Fa), F0).70)

Par conséquent :

Matg, ( / bH(t) dt) = Mat g s (U)Matg, (P 1 )Mate, (f(a), f'(a), f(b), f(b))
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i.e.

f(a)
Mats, ( / 0 dt) = BA™ J}'EZQ
f'(b)
Par conséquent :
1 0 0 0\ /f)
Mate, (/a”mwdt):(é CIE 0 IR R L

1
o
:(g % 5 —%) f(g)
7(b)
e [Tt =3 (@) + FO) + 55 (7a) — F1(B).

Partie C : Controle de ’erreur commise sur 1’intégrale
On suppose a présent que f est de classe €.

8. La fonction f* étant continue sur un segment, il existe M € R, tel que Vt € [a,b], |f@(t)| < M.

9. On note h la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite de f sur [a,b]. On pose d = f — h.

(a) La fonction h est une fonction polynomiale de degré inférieur a 3. Par conséquent, h est de classe
€ et h™ = 0. Par combinaison linéaire, d est de classe €* sur [a, b]. De plus, d¥ = f(4),

(b) On a d'(a) = f'(a) — h'(a) = 0 et d'(b) = f'(b) — W'(b) = 0. De plus, d(a) = d(b) = 0. D’aprés
le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel que d'(¢) = 0. Par conséquent, d’ s’annule en trois
points distincts a, b, c. On utilise & nouveau le théoréme de Rolle pour la fonction d’ sur [a, ¢
et sur [c,b]. 1l existe donc t; €]a, c[ et ty €]c,b] tels que d?(t;) = dP(t5) = 0. On utilise une
derniére fois le théoreme de Rolle pour d® sur [ty,t,], ce qui montre que d® s’annule sur [a, b].

(¢) Lemme. Soit g € Z([a,b],R).

On suppose qu'il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) =0 et K € R, tel que Vt € [a,b], |¢'(t)| < K.
D’apres l'inégalité des accroissements fini, V¢, x € [a,b], |g(t) — g(z)| < K|t — z|.
Pour x = ¢, on obtient, V¢ € [a,b], |g(t)| < K|t —¢| < K(b— a).

(d) On peut utiliser le lemme pour g = d®. En effet, d® s’annule et d¥) est bornée avec |d¥| < M.
Alors Vt € [a,b], |[d®)(t)] < M(b— a).

On peut utiliser le lemme pour g = d® car d® s’annule et [d®)| < M (b — a).
Alors Vt € [a,b], |[d® ()| < M(b—a)(b—a) = M(b— a)>.

On peut utiliser le lemme pour g = d’ car d’ s’annule et |d®| < M (b — a)?.
Alors Vt € [a,b], |d'(t)] < M(b—a)*(b—a) = M(b— a)3.

On peut utiliser le lemme pour g = d car d s’annule et |d'| < M (b — a)3.
Conclusion : Vt € [a,b], |d(t)] < M(b— a)*.

10. Soit n € N*. On pose s = (g, t1, ..., t,) la subdivision réguliére du segment [a, b].
Pour tout k£ € [0,n — 1], on pose hy, la fonction polynomiale d’interpolation de Hermite de f sur le
segment [ty, tx,1]. Dorénavant, on réemploie la lettre h pour définir la fonction définie sur [a, b] par
h(t,) = f(t,) et dont la restriction sur [tg, tx41] est égale a hy pour tout k € [0,n — 1].

(a) La fonction h est de classe € sur |tx, tg1] pour tout k € [0,n — 1] car polynomiale sur ces
intervalles. Soit k € [1,n — 1], étudions la régularité en t;. La fonction h est continue a droite
et dérivable a droite en tg. De plus, h(ty) = hi(ty) = f(tx) et hl(ty) = hi(ts) = f'(tx). Par
ailleurs,

tat;
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Donc h est continue a gauche en t;, d’ou continue en t;. De plus,

W(t) = Ry 1 (t) — hi_y (k) = f'(te) -

t—ty,

D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, h est dérivable a gauche en t;. De plus, les
dérivées a gauche et a droite coincident. Donc h est dérivable en t;, et méme de classe € en ty.
En a, il n’y a pas de recollement, donc la fonction h est de classe €.
En b,

A(t) = hlt) —> ha(b) = F(6) = h(0).

Donc h est continue a gauche en b, d’ou continue en b. De plus,
W (t) = hy(t) — hy(b) = f'(b).
t—b—

D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, h est dérivable en b et h'(b) = f'(b).
De plus, h est de classe €' en b.
Conclusion, la fonction h est de classe € sur [a, b].

Soit k € [0,n — 1],
tkt1 tet1 trt1 4 5
[0 = < [0 = o] de< [T Mt - 0" de = Mt - 0)°,
k k k

don /tt’““ F(8) = ha() dt' < M(bn;af
/abf(t)dt—/abh(t)dt‘: nf/ttk“ F(t) - M b_a) = M(bnza)5

/ab h(t) dt = Zl (/:+1 hu(t) ” 1 ( J(te) + f (i) + @ (f'(tr) = f'(trr1))

o (1@ g2 o) + Lo - o

Partie D : Exemple d’application avec ’approximation de 7

11.

def f(x):
return 4/(1+x**2)

def fp(x):
return -8*x/((1+x*%2)**2)

def subdivision(a,b,n)
return [a+k*(b-a)/n for k in range(n+1)]

def approximation_pi(m):

a=0

b=1

t=subdivision(a,b,n)

S=0

for k in range(l,n):
S+=£f (t[k])

return (b-a)/(2*n)*x(f(a)+f(b)+2*S)+(b-a)**x2*x(fp(a)-fp(b))/(12xn*%x2)

import math
print (approximation_pi (80)-math.pi)
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